
部分分数分解可能性について
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本講義資料では，有理式の部分分数分解可能性を証明する．定理の正確な主張は以下である．
定理� �

g(x) =

k∏
i=1

(x+ ai)
mi

ℓ∏
j=1

(x2 + bjx+ cj)
nj ̸= 0

ただし，k, ℓ ∈ Z≥0, mi, nj ∈ Z>0, ai, bj , cj ∈ R, b2j − 4cj < 0 (i = 1, . . . , k, j = 1, . . . , ℓ) とする．
(i1 ̸= i2 ⇒ ai1 ̸= ai2 , j1 ̸= j2 ⇒ (bj1 , cj1) ̸= (bj2 , cj2)とする．) このとき，任意の 1変数実係数多項式
h(x)に対し，有理式 f(x) = h(x)/g(x)は以下の形の式の有限和として書ける．

(I) 実係数多項式 q(x)

(II)
r

(x+ ai)s
(r ∈ R, s ∈ Z, 0 < s ≤ mi, i = 1, . . . , k)

(III)
px+ q

(x2 + bjx+ cj)t
(p, q ∈ R, t ∈ Z, 0 < t ≤ nj , j = 1, . . . , ℓ)

さらにこのとき，q(x)は h(x)を g(x)で (多項式の範囲で)割った商である．� �
注意 1. f(x)を (I), (II), (III)の形の式の有限和で書く方法は実は 1通りに定まる (部分分数分解の一意性)．
一意性の証明はここでは与えないが，特別な知識や定理を要するわけでは無いので，是非各自考えてもらい
たい．
注意 2. この定理では g(x)の形を特別なものに限定しているように見えるが，実は任意の (0でない)実係数
多項式 g(x)は定理に書いた形 (の定数倍)に書けることが知られている．
一般に任意の 0でない複素数係数 1変数 n次多項式 g(x)は，ある a, α1, . . . , αn ∈ Cを用いて，

g(x) = a(x− α1) · · · (x− αn) (∗)

という形に因数分解できることが知られている (α1, . . . , αn には重複があってもよい)．この定理は代数学の基
本定理と呼ばれる．α1, . . . , αn は g(x) の根 (こん) と呼ばれる．さらに，g(x) の係数が全て実数であるとす
ると，αが g(x)の根となるとき，その共役複素数 αも g(x)の根となり，しかも αの重複度 (α1, . . . , αn の中
の αの個数)は αの重複度に等しい (理由を考えよ)．よって，g(x)の実数でない根 αに対しては (x− α)と
(x− α)をペアにして，(x− α)(x− α) = x2 + bx+ cとすると，b, c ∈ Rであり，b2 − 4c < 0である．よっ
て，g(x)が実数係数多項式の場合，(最高次の係数 aを 1とすると)(∗)から定理の形の g(x)の分解が得られる
ことがわかる．なお，最高次の係数 aについては，定理においては分子の h(x)に押しつけて考えれば，1とし
ても一般性を失わないことがわかる．
この注意より，ここで解説する部分分数分解可能性の定理は，任意の実数係数有理式に適用可能な定理であ
ることがわかる．

定理の証明. まず h(x)を g(x)で多項式の範囲で割った商を q(x), 余りを r(x)とすると，

f(x) = q(x) +
r(x)

g(x)
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であり，多項式として r(x)の次数 (deg r(x)と書く)は g(x)の次数 deg g(x)未満である．よって，r(x)/g(x)

が (II)，(III)の形の式の有限和で書けることを示せば良い．すなわち，deg h(x) < deg g(x)が成立すると仮
定した上で，f(x) = h(x)/g(x)が (II)，(III)の形の式の有限和で書けることを示せばよい．以下この事実を
N = deg g(x) =

∑k
i=1 mi + 2

∑ℓ
j nj に関する帰納法で示す．

N = 1のとき，g(x)は x + aの形であり，deg h(x) < 1なので，h(x)は実数の定数だから，f(x)は既に
(II)の形である．
次に N > 1とし，degA(x) < degB(x) < N なる任意の有理式 C(x) = A(x)/B(x)に対しては既に主張が
示されていると仮定する．
k > 0のとき：g0(x) :=

∏k
i=2(x+ ai)

mi
∏ℓ

j=1(x
2 + bjx+ cj)

nj とすると，g(x) = (x+ a1)
m1g0(x)である．

このとき，g0(−a1) ̸= 0に注意して，

r :=
h(−a1)

g0(−a1)

とする．すると，h(−a1) − rg0(−a1) = 0 なので，因数定理より，h(x) − rg0(x) = (x + a1)k(x) (ただし，
k(x)は実係数多項式)と書ける．よって，

f0(x) := f(x)− r

(x+ a1)m1
=

h(x)− rg0(x)

g(x)
=

k(x)

(x+ a1)m1−1g0(x)

を考えると，(x+ a1)
m1−1g0(x)の次数は N − 1であり，さらに deg h(x) < N, deg g0(x) < N より，

deg k(x) = deg(h(x)− rg0(x))− 1 < N − 1.

よって，帰納法の仮定より，f0(x)は (II)，(III)の形の式の有限和で書けることがわかる*1．いま，

f(x) =
r

(x+ a1)m1
+ f0(x)

なので示すべきことは示された．
k = 0のとき：g0(x) :=

∏ℓ
j=2(x

2 + bjx + cj)
nj とすると，g(x) = (x2 + b1x + c1)

n1g0(x)である．ここで，
x2 + b1x + c1 = 0の複素数解の一つを αとすると，もう一つの解はその共役複素数 αである (b21 − 4c1 < 0

より αは実数ではないことに注意)．これらを用いて，以下 k > 0のときと同様の議論を行う．
g0(α) ̸= 0に注意して，

e :=
h(α)

g0(α)

とおく (eは一般には複素数であることに注意)．このとき，h(α) − eg0(α) = 0であり，さらに g(x), h(x)が
実係数多項式であることに注意すると，h(α)− eg0(α) = h(α)− eg0(α) = 0となる．よって，

h0(x) := h(x)− e

α− α
(x− α)g0(x)−

e

α− α
(x− α)g0(x)

とすると，h0(α) = h0(α) = 0である．さらに，

p :=
e− e

α− α
, q :=

−eα+ eα

α− α

とすると，これらは複素共役を考えても値が不変であることからいずれも実数である．これらを用いると，

h0(x) = h(x)− (px+ q)g0(x)

となるので，h0(x)は実係数多項式である．因数定理より，h0(x)は (x− α)(x− α) = x2 + b1x+ c1 で割り
切れて，h0(x) = (x2 + b1x+ c1)k(x) (k(x)は実係数多項式)と書ける．よって，

f0(x) := f(x)− px+ q

(x2 + b1x+ c1)n1
=

h(x)− (px+ q)g0(x)

g(x)
=

k(x)

(x2 + b1x+ c1)n1−1g0(x)

*1 より正確には，(II)の形の式のうち分母が (x+ a1)m1 のものは用いずに書ける．
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を考えると，(x2 + b1x + c1)
n1−1g0(x) の次数は N − 2 であり，さらに deg h(x) < N, deg g0(x) ≤ N − 2

より，
deg k(x) = deg(h0(x))− 2 = deg(h(x)− (px+ q)g0(x))− 2 < N − 2.

よって，帰納法の仮定より，f0(x)は (II)，(III)の形の式の有限和で書けることがわかる*2．いま，

f(x) =
px+ q

(x2 + b1x+ c1)n1
+ f0(x)

なので示すべきことは示された． 2

*2 より正確には，(III)の形の式のうち分母が (x2 + b1x+ c1)n1 のものは用いずに書ける．
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