
線形代数 II 第 11回講義資料

担当 : 大矢 浩徳 (OYA Hironori)∗

以下では K = Rまたは Cとする．
今回のテーマは『線形写像』である．線形写像とはベクトル空間の間の写像であって，和とスカラー倍と “

両立する”写像である (厳密な定義は後程)．以下で見るように様々な重要な変換 (例えば回転変換，対称変換，

微分等々…)は実は線形写像として表される．また，次回以降，線形写像は行列を用いて表すことができると

いうことがわかる．つまり，線形写像は重要な変換を含むが，一方では行列を用いて計算ができるというとて

も大事な写像のクラスなのである．

本題に入る前に，まずは写像の基本用語について復習をしておこう．

写像の用語の復習

集合 X,Y に対して，写像 f : X → Y とは，X の各元 xに対して，集合 Y のある元 f(x)を対応させる対

応のことである．この写像を
f : X → Y, x 7→ f(x)

というように表す．(例：f : R → R, x 7→ x2．このとき，例えば f(1) = 12 = 1, f(2) = 22 = 2．)

X Y

x f(x)

f

写像 f : X → Y が単射であるとは，任意の x1 ̸= x2 なる x1, x2 ∈ X に対して，f(x1) ̸= f(x2)となることで

ある．(上の例は，1 ̸= −1に対し，f(1) = 1 = (−1)2 = f(−1)なので単射ではない．)

X Y

̸= ̸=

∀x1 f(x1)

∀x2 f(x2)

f

写像 f : X → Y が全射であるとは，任意の y ∈ Y に対し，ある x ∈ X が存在して，f(x) = y となるという

ことである．(上の例では，−1 ∈ R に対して，f(x) = x2 = −1となる x ∈ Rは存在しないので，全射では
ない．)

X Y

∃x ∀y

f

∗ e-mail : hoya@shibaura-it.ac.jp
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写像 f : X → Y が全射かつ単射であるとき，f は全単射であるという．このとき，各 y ∈ Y に対し，f(xy) = y

となる xy ∈ X が必ずただ 1つだけ存在するので，y に対してこの xy を対応させることで，写像

Y → X, y 7→ xy

が得られる．これを f の逆写像といい，f−1 と書く．

X Y

∃!xy ∀y

f

f−1

写像 f : X → Y, g : Y → Z に対し，写像の合成 g ◦ f : X → Z とは，

(g ◦ f)(x) = g(f(x)), x ∈ X

で定まる写像である．

X Y Z

x f(x) g(f(x))

f g

g ◦ f

f : X → Y が全単射のとき，
f−1 ◦ f = idX かつ f ◦ f−1 = idY

である．ここで，idZ : Z → Z は恒等写像 z 7→ z (Z = X,Y )である．

11.1 線形写像

それではまず線形写像を定義し，その後で様々な例を見よう．

定義 11.1� �
V,W を K上のベクトル空間とする．写像 f : V → W が線形写像であるとは，

(1) 任意の v,v′ ∈ V に対し，f(v + v′) = f(v) + f(v′)，

(2) 任意の c ∈ K,v ∈ V に対し，f(cv) = cf(v)，

を満たすことである．� �
例 1. Aを Kの元を成分とするm× n行列とし，写像

fA : Kn → Km, x 7→ Ax

を考える．このとき，fA は線形写像であることが以下のように確かめられる．

任意の v,v′ ∈ Kn, c ∈ Kに対し，

fA(v + v′) = A(v + v′) = Av +Av′ = fA(v) + fA(v
′),

fA(cv) = A(cv) = cAv = cfA(v).
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例えば，A =

(
1 0 2

−1 3 2

)
のとき，fA は

fA : K3 → K2,

x
y
z

 7→ A

x
y
z

 =

(
x+ 2z

−x+ 3y + 2z

)

で定まる線形写像となる．

R2 において原点を中心に各点を θ 回転させるという変換は

Rot(θ) :=

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
とおくと，

fRot(θ) : R2 → R2,

(
x
y

)
7→ Rot(θ)

(
x
y

)
=

(
(cos θ)x− (sin θ)y
(sin θ)x+ (cos θ)y

)
と表すことができるので，線形写像である．

R2 において原点を通る傾き θ の直線を軸にした線対称変換は

Ref(θ) :=

(
cos 2θ sin 2θ
sin 2θ − cos 2θ

)
とおくと，

fRef(θ) : R2 → R2,

(
x
y

)
7→ Ref(θ)

(
x
y

)
=

(
(cos 2θ)x+ (sin 2θ)y
(sin 2θ)x− (cos 2θ)y

)
と表すことができるので，線形写像である．

(例えば，θ = 0のとき x軸に関する線対称変換で

(
x

y

)
7→

(
x

−y

)
，θ = π/2のとき y 軸に関する線対称変

換で

(
x

y

)
7→

(
−x

y

)
．)

例 2. 写像 f : R2 → R2,

(
x

y

)
7→

(
x2

y2

)
は線形写像ではない．なぜなら，

f

((
1
1

)
+

(
1
1

))
= f

((
2
2

))
=

(
4
4

)
f

((
1
1

))
+ f

((
1
1

))
=

(
1
1

)
+

(
1
1

)
=

(
2
2

)
となるので，線形写像の定義条件 (1)が満たされないためである．ちなみに，

f

(
2

(
1
1

))
= f

((
2
2

))
=

(
4
4

)
̸=
(
2
2

)
= 2f

((
1
1

))
でもあるので，線形写像の定義条件 (2)も満たされていない．

例 3. 微分写像
d

dx
: K[x] → K[x], f(x) 7→ df

dx
(x)

を考える (K[x]については第 9回講義資料例 2を参照)．このとき， d
dx は線形写像である．実際，微分という

操作は以下を満たす (詳細は微積分学に譲る)：

任意の f(x), g(x) ∈ K[x], c ∈ Kに対し，

d

dx
(f(x) + g(x)) =

df

dx
(x) +

dg

dx
(x),

d

dx
(cf(x)) = c

df

dx
(x).
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例 4. 転置写像
T : Matm×n(K) → Matn×m(K), A 7→ tA

を考える (Matm×n(K)については第 9回講義資料例 3を参照)．このとき，T は線形写像である．実際，転置

という操作は以下を満たすことが容易に確かめられる：

任意の A,B ∈ Matm×n(K), c ∈ Kに対し，

T (A+B) = t(A+B) = tA+ tB = T (A) + T (B), T (cA) = tcA = ctA = cT (A).

例 5. トレース写像
Tr: Matn×n(K) → K, A 7→ Tr(A)

を考える．このとき，Trは線形写像である．トレースは以下の性質を満たすのであった．これも証明はトレー

スの定義から容易である (第 9回本レポート課題解答問題 1参照)：

任意の A,B ∈ Matn×n(K), c ∈ Kに対し，

Tr(A+B) = Tr(A) + Tr(B), Tr(cA) = cTr(A).

以下は線形写像の基本性質である．

命題 11.2� �
V とW を K上のベクトル空間とし，f : V → W を線形写像とする．V,W の零元をそれぞれ 0V ,0W と

書く．このとき，以下が成立する．

(1) f(0V ) = 0W．

(2) 任意の v ∈ V に対し，f(−v) = −f(v)．� �
証明.

(1) 線形写像の定義条件 (1)と零元の性質より，

f(0V ) = f(0V + 0V ) = f(0V ) + f(0V )

となるので，両辺に −f(0V )を加えて，0W = f(0V )．

(2) 命題 9.2 (4)より，−v = (−1)v なので，線形写像の定義条件 (2)から，

f(−v) = f((−1)v) = (−1)f(v) = −f(v)

となる． 2

命題 11.3� �
V とW を K上のベクトル空間としたとき，以下が成立する．

(1) f : V → W,f ′ : V → W を線形写像としたとき，f + f ′ : V → W を

v 7→ f(v) + f ′(v)

により定義すると，f + f ′ は再び線形写像となる．

(2) f : V → W を線形写像としたとき，c ∈ Kに対して cf : V → W を

v 7→ cf(v)

により定義すると，cf は再び線形写像となる．

(3) g : U → V, f : V → W を線形写像とすると，その合成 f ◦ g : U → W は再び線形写像となる．� �
証明.
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(1) 任意の v,v′ ∈ V, c ∈ Kに対し，

(f + f ′)(v + v′) = f(v + v′) + f ′(v + v′)

= f(v) + f(v′) + f ′(v) + f(v′) (f, f ′は線形写像なので)

= f(v) + f ′(v) + f(v′) + f(v′)

= (f + f ′)(v) + (f + f ′)(v′)

(f + f ′)(cv) = f(cv) + f ′(cv)

= cf(v) + cf ′(v) (f, f ′は線形写像なので)

= c(f(v) + f ′(v))

= c(f + f ′)(v)

となるので，f + f ′ は線形写像である．

(2) 任意の v,v′ ∈ V, c′ ∈ Kに対し，

(cf)(v + v′) = cf(v + v′)

= c(f(v) + f(v′)) (f は線形写像なので)

= cf(v) + cf(v′)

= (cf)(v) + (cf)(v′)

(cf)(c′v) = cf(c′v)

= c′cf(v) (f は線形写像なので)

= c′(cf)(v)

となるので，cf は線形写像である．

(3) 任意の u,u′ ∈ U, c ∈ Kに対し，

(f ◦ g)(u+ u′) = f(g(u+ u′))

= f(g(u) + g(u′)) (g は線形写像なので)

= f(g(u)) + f(g(u′)) (f は線形写像なので)

= (f ◦ g)(u) + (f ◦ g)(u′)

(f ◦ g)(cu) = f(g(cu))

= f(cg(u)) (g は線形写像なので)

= cf(g(u)) (f は線形写像なので)

= c(f ◦ g)(u)

となるので，f ◦ g は線形写像である． 2

注意 1. 命題 11.3 (1)，(2)で定義された和とスカラー倍により，

HomK(V,W ) := {f : V → W | f は線形写像 }

という V からW への線形写像全体のなす集合はベクトル空間となる．ベクトル空間の定義条件 (v1)～(v8)

を各自チェックせよ．

例 6. 恒等写像 id : Matn×n(K) → Matn×n(K), A 7→ Aは明らかに線形写像なので，例 4の転置写像 T の

−1倍と idを命題 11.3 (1)の意味で加えた

id− T : Matn×n(K) → Matn×n(K), A 7→ A− tA

も線形写像となる．
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例 7. Aを Kの元を成分とする ℓ×m行列，B を Kの元を成分とする m× n行列とし，例 1のように線形

写像
fA : Km → Kℓ, x 7→ Ax, fB : Kn → Km, x 7→ Bx

を考える．このとき，合成写像 fA ◦ fB は，各 x ∈ Kn に対し，

(fA ◦ fB)(x) = fA(fB(x)) = fA(Bx) = ABx

で与えられるので，線形写像
fAB : Kn → Kℓ,x 7→ ABx

に一致する．つまり，fA ◦ fB = fAB である．これは見方を変えれば，『行列の積は fA ◦ fB = fAB を満たす

ように定義されている』とも言える．

11.2 像と核

線形写像を考えるとそこから像と核という大事な部分空間が定まる．例は諸性質を述べた後に命題 11.7の

下にまとめて記載しているので，先に例を見たいという方は定義を読んだらそちらに飛んでほしい．

定義 11.4� �
V と W を K 上のベクトル空間とし，f : V → W を線形写像とする．このとき，f の像 (image)Im f

と核 (kernel)Ker f は以下で定義される：

Im f = {w ∈ W | ある v ∈ V が存在して，w = f(v)} = {f(v) ∈ W | v ∈ V },
Ker f = {v ∈ V | f(v) = 0}.

V Im f

W

v f(v)

f
V

Ker f W

v′ 0
v′′

v

f

� �
命題 11.5� �
V とW を K上のベクトル空間とし，f : V → W を線形写像とする．このとき，以下が成立する．

(1) Im f はW の部分空間である．

(2) Ker f は V の部分空間である．� �
証明. V,W の零元をそれぞれ 0V ,0W と書く．

(1) 命題 11.2 (1)より，f(0V ) = 0W となるので，0W ∈ Im f である．

次に，任意の 2元w1,w2 ∈ Im f をとると，像の定義より，ある v1,v2 ∈ V が存在して，f(v1) = w1, f(v2) =

w2 となる．これより，
w1 +w2 = f(v1) + f(v2) = f(v1 + v2) ∈ Im f

となる．

さらに，任意の w ∈ Im f をとると，像の定義より，ある v ∈ V が存在して f(v) = w となる．これより，

任意の c ∈ Kに対し，
cw = cf(v) = f(cv) ∈ Im f

となる．以上より，Im f はW の部分空間である．
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(2) 命題 11.2 (1)より，f(0V ) = 0W となるので，0V ∈ Ker f である．

次に，任意の 2元 v1,v2 ∈ Ker f に対し，核の定義より，

f(v1 + v2) = f(v1) + f(v2) = 0W + 0W = 0W

となるので，v1 + v2 ∈ Ker f である．

さらに，任意の c ∈ K，v ∈ Ker f に対し，核の定義より，

f(cv) = cf(v) = c0W = 0W

より，cv ∈ Ker f である．以上より，Ker f は V の部分空間である． 2

実はより一般に以下が成立する．この証明は命題 11.5の証明とほぼ同様であるが，第 11回レポート課題に

回すこととする．

命題 11.6� �
V とW を K上のベクトル空間とし，f : V → W を線形写像とする．このとき，以下が成立する．

(1) U ⊂ V を V の部分空間とする．このとき，W の部分集合

f(U) := {f(u) ∈ W | u ∈ U}

はW の部分空間である．

(2) U ′ ⊂ W をW の部分空間とする．このとき，V の部分集合

f−1(U ′) := {v ∈ V | f(v) ∈ U ′}

は V の部分空間である．� �
注意 2. 命題 11.6の (1)で U = V (自明な部分空間)とすると，像の定義より，

f(V ) = Im f

である．また，命題 11.6の (2)で U ′ = {0}(自明な部分空間)とすると，核の定義より，

f−1({0}) = Ker f

となる．これらより，命題 11.6は命題 11.5の一般化と見ることができる．

また，V の任意の部分集合 B に対し，

f(spanK B) = {f(c1b1 + · · ·+ ckbk) | c1, . . . , ck ∈ K, b1, . . . , bk ∈ B}
= {c1f(b1) + · · ·+ ckf(bk) | c1, . . . , ck ∈ K, b1, . . . , bk ∈ B}
= spanK f(B) ただし，f(B) := {f(b) | b ∈ B}

が成立する．

命題 11.7� �
V とW を K上のベクトル空間とし，f : V → W を線形写像とする．このとき，以下の同値関係が成立

する．

(1) f は全射 ⇔ Im f = W．

(2) f は単射 ⇔ Ker f = {0}．� �
証明. 証明中では V,W の零元をそれぞれ 0V ,0W と書く．

(1) これは全射の定義そのものである．
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(2) ⇒方向: 命題 11.2 (1)より f(0V ) = 0W なので，f の単射性より，任意の v ∈ V \ {0V }に対し，

f(v) ̸= f(0V ) = 0W .

よって，任意の v ∈ V \ {0V }に対し，v ̸∈ Ker f．これより，Ker f = {0V }．
⇐方向: 任意の v1 ̸= v2 なる v1,v2 ∈ V をとる．このとき，f(v1) ̸= f(v2)となることを示せばよい．いま，

v1 − v2 ̸= 0V と Ker f = {0}より，

0W ̸= f(v1 − v2) = f(v1)− f(v2).

これより，f(v1) ̸= f(v2)． 2

例 8. Aを Kの元を成分とするm× n行列とし，例 1のように線形写像

fA : Kn → Km, x 7→ Ax,

を考える．このとき，

Im fA = {b ∈ Km | ある x ∈ Knが存在して，b = Ax},
Ker fA = {x ∈ Kn | Ax = 0}

となる．これより，

• Im fA は『連立一次方程式 Ax = bが解を持つような b全体』

• Ker fA は『連立一次方程式 Ax = 0の解空間WA(第 9回講義資料例 8)』

に他ならないことがわかる．これより，命題 11.7より，

• fA が全射 ⇔ 連立一次方程式 Ax = b任意の bに対して解を持つ

• fA が単射 ⇔ 連立一次方程式 Ax = 0の解は自明なもの x = 0しかない ⇔ rankA = n

という同値関係がわかる (実は fA が全射ということは rankA = mと同値であるということを次回証明する)．

また，Aの第 j 列を aj と書くと (つまり A = (a1 · · · an))，

Im fA = spanK{a1, . . . ,an}

である．実際，像の定義より，

Im fA = {fA(x) | x ∈ Kn} =

A

x1

...
xn


∣∣∣∣∣∣∣
x1

...
xn

 ∈ Kn


= {x1a1 + · · ·+ xnan | x1, . . . , xn ∈ K}
= spanK{a1, . . . ,an}

である．例えば，A =

(
1 2

2 4

)
のとき，

Im fA = span

{(
1
2

)
,

(
2
4

)}
=

{(
c1 + 2c2
2c1 + 4c2

) ∣∣∣∣ c1, c2 ∈ K
}

=

{(
c
2c

) ∣∣∣∣ c ∈ K
}
.

Ker fA =

{(
x
y

) ∣∣∣∣ (1 2
2 4

)(
x
y

)
=

(
0
0

)}
=

{(
x
y

) ∣∣∣∣ x+ 2y = 0

}
=

{(
−2c
c

) ∣∣∣∣ c ∈ K
}
.

この fA は全射でも単射でもない．

なお，一般に P を n次正則行列としたとき，

fP : Kn → Kn, x 7→ Px
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は全単射線形写像である．実際，
fP−1 : Kn → Kn, x 7→ P−1x

を考えると，例 7での計算により，

fP−1 ◦ fP = fP−1P = fIn = idKn fP ◦ fP−1 = fPP−1 = fIn = idKn

となるので，fP−1 は fP の逆写像となる (逆写像が存在する写像は全単射である)．実は，fA の形の写像が全

単射であることと Aが正則であることは同値であることが次回示される．

例 9. 例 3で考えた微分写像を考える．このとき，

Im
d

dx
=

{
f(x) ∈ K[x]

∣∣∣∣ ある F (x) ∈ K[x]が存在して，f(x) =
dF

dx
(x)

}
,

Ker
d

dx
=

{
f(x) ∈ K[x]

∣∣∣∣ df

dx
(x) = 0

}
となる．ここで，多項式は多項式の範囲で不定積分可能なので，任意の f(x) ∈ K[x]に対して，f(x) =

dF

dx
(x)

を満たす F (x) ∈ K[x]を見つけることができる．(例えば，f(x) = 1+x+x2 のとき，F (x) = x+
1

2
x2+

1

3
x3

と取ればよい．)これより，

Im
d

dx
= K[x]

となり，
d

dx
は全射であることがわかる．一般に微分写像の像は “定義域の範囲で積分可能な元の集まり” と

なっているのである．

また，
df

dx
(x) = 0を満たす多項式 f(x) ∈ K[x]は定数多項式のみなので，

Ker
d

dx
= {c | c ∈ K}

となる．これより，微分写像　
d

dx
: K[x] → K[x]は全射であるが単射ではない．

例 10. 例 6で考えた写像

id− T : Matn×n(K) → Matn×n(K), A 7→ A− tA

を考える．このとき，

Im(id− T ) =
{
B ∈ Matn×n(K) | ある A ∈ Matn×n(K)が存在して，B = A− tA

}
,

Ker(id− T ) =
{
A ∈ Matn×n(K) | A− tA = O

}
となる (O は零行列)．ここで，

t(A− tA) = tA− t(tA) = tA−A = −(A− tA)

となるので，ある A ∈ Matn×n(K)が存在して，B = A− tAと書ける行列 B は tB = −B を満たす行列であ

る．逆に tB = −B を満たす行列はある A ∈ Matn×n(K)が存在して，B = A− tAと書けることが確かめら

れる (Aを B の上三角部分を取り出してきた行列とすればよい．詳細は考えて見よ)．よって，

Im(id− T ) =
{
B ∈ Matn×n(K) | tB = −B

}
となることがわかる．tB = −B を満たす行列は反対称行列と呼ばれる．これより，Im(id− T )は反対称行列

全体からなる集合であると言える．一方，

A− tA = O ⇔ A = tA

なので，Ker(id− T )は対称行列全体からなる集合となる．
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