
線形代数 II 第 13回講義資料

担当 : 大矢 浩徳 (OYA Hironori)∗

以下では K = Rまたは Cとする．
今回はまず次元定理と呼ばれる線形写像の像と核の次元の関係に関する定理について解説を行う．そしてこ

の定理を元に，行列のランクについて線形空間論からの新しい解釈を与える．これにより，行列のランクは列

基本変形を用いても計算できるということがわかる．

後半では本講義全体の後半部分の肝とも言える『表現行列』について解説を行う (この話題は次回も続く)．

これにより，抽象的な線形写像もこれまで勉強してきた行列を用いて具体的に計算ができるようになる．これ

は線形代数を他の分野に応用するにあたって非常に基本的かつ重要な考え方であるので，しっかりと学んでも

らいたい．

13.1 次元定理

定理 13.1(次元定理)� �
V とW を K上のベクトル空間とし，V を有限次元と仮定する．このとき，f : V → W を線形写像とす

ると，
dimK V = dimK Ker f + dimK Im f

が成立する．� �
証明. {u1, . . . ,us} を Ker f の基底，{w1, . . . ,wt} を Im f の基底とする (命題 12.2 より，V が有限次元の

とき，Im f も有限次元であることに注意する)．このとき，特に dimK Ker f = s,dimK Im f = tである．各

i = 1, . . . , tに対して wi ∈ Im f なので，ある vi ∈ V が存在して，

f(vi) = wi

となる．このとき，
B := {u1, . . . ,us,v1, . . . ,vt}

が V の基底であることを証明する．これが証明できれば，

dimK V = s+ t = dimK Ker f + dimK Im f

となり，定理が示される．

B が一次独立であること：ある c1, . . . , cs, d1, . . . , ds ∈ Kが存在し，

c1u1 + · · ·+ csus + d1v1 + · · · dtvt = 0 (13.1)

となったと仮定する．命題 11.2より f(0) = 0なので，

0 = f(c1u1 + · · ·+ csus + d1v1 + · · · dtvt)
= c1f(u1) + · · ·+ csf(us) + d1f(v1) + · · · dtf(vt)
= d1w1 + · · · dtwt (ujがKer f の元であることと viの定義より).
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ここで，w1, . . . ,wt は Im f の基底なので一次独立であるから，このとき

d1 = · · · = dt = 0.

よって，(13.1)は，
d1 = · · · = dt = 0 かつ c1u1 + · · ·+ csus = 0

と同値である．さらに u1, . . . ,us は Ker f の基底なので一次独立であるから，このとき

c1 = · · · = cs = 0.

以上より，(13.1)は
c1 = · · · = cs = d1 = · · · = dt = 0

を導くので，B は一次独立である．

B が V を生成すること： v を V の任意の元としたとき，v が B の元の一次結合で書けることを示せばよい．

f(v) ∈ Im f なので，f(v)は w1, . . . ,wt の一次結合として，

f(v) = d1w1 + · · ·+ dtwt

と書ける．この d1, . . . , dt ∈ Kを用いて，

v′ := v − d1v1 − · · · − dtvt

と置く．このとき，

f(v′) = f(v − d1v1 − · · · − dtvt)

= f(v)− d1f(v1)− · · · − dt(vt)

= f(v)− d1w1 − · · · − dtwt (viの定義より)

= 0 (d1, . . . , dtの定義より).

これより，v′ ∈ Ker f なので，v′ は u1, . . . ,us の一次結合として

v′ = c1u1 + · · ·+ csus

と書ける．以上より，

v = v′ + d1v1 + · · ·+ dtvt = c1u1 + · · ·+ csus + d1v1 + · · ·+ dtvt

となるので，v は確かに B の元の一次結合で書けることがわかる． 2

注意 1. 次元定理より，線形写像 f : V →W に対し，

dimK Im f = dimK V − dimK Ker f

となることがわかる．これは，“f によって V から Ker f の分がつぶされて Im f が得られる”というようにと

らえておくとよい．この主張は商ベクトル空間という概念を学ぶと定式化され，

V/Ker f ≃ Im f

という同型として述べられる (左辺が商ベクトル空間)．商ベクトル空間は本講義では扱わないが重要な概念な

ので，気になる方は調べてみて欲しい*1．

*1 2年生の代数学 Iで少し解説する．
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例 1. 線形写像

f : K4 → Mat2×2(K),


c1
c2
c3
c4

 7→
(
c1 − 3c2 + 3c3 + 2c4 5c2 + 4c3 + c4
c1 − 2c2 + c3 + c4 c1 + 8c2 + 2c3

)

の像

Im f :=

{(
c1 − 3c2 + 3c3 + 2c4 5c2 + 4c3 + c4
c1 − 2c2 + c3 + c4 c1 + 8c2 + 2c3

) ∣∣∣∣ c1, c2, c3, c4 ∈ K
}

の次元を計算してみよう．次元定理より，Ker f の次元がわかれば良い．

f



c1
c2
c3
c4


 =

(
c1 − 3c2 + 3c3 + 2c4 5c2 + 4c3 + c4
c1 − 2c2 + c3 + c4 c1 + 8c2 + 2c3

)
=

(
0 0
0 0

)

とすると， 
c1 − 3c2 + 3c3 + 2c4 = 0

5c2 + 4c3 + c4 = 0

c1 − 2c2 + c3 + c4 = 0

c1 + 8c2 + 2c3 = 0

⇔


1 −3 3 2
0 5 4 1
1 −2 1 1
1 8 2 0



c1
c2
c3
c4

 =


0
0
0
0

 .

この連立一次方程式を解くと (第 10回レポート課題問題 3解答例参照)，
c1
c2
c3
c4

 = t


−2
1
−3
7

 (tは任意パラメータ).

よって，

Ker f =

t

−2
1
−3
7


∣∣∣∣∣∣∣∣ t ∈ K


となるので，dimK Ker f = 1．これより，次元定理から，

dimK Im f = dimK K4 − dimK Ker f = 4− 1 = 3.

例 2. V とW を K上のベクトル空間とし，V を有限次元とする．f : V →W が単射線形写像であるとき，命

題 11.7より Ker f = {0}なので，次元定理より，

dimK V = dimK Im f + dimK Ker f = dimK Im f.

これは，命題 12.1で述べた主張に他ならない．

次に次元定理を用いて，行列のランクの新しい解釈を与えておこう．

定理 13.2� �
Aを Kの元を成分とするm× n行列とし，線形写像

fA : Kn → Km, x 7→ Ax

を考える．このとき，Aの第 j 列を aj と書くと (つまり A = (a1 · · · an))，

Im fA = spanK{a1, . . . ,an}

である．さらに，

rankA = dimK Im fA

となる．� �
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証明. 像の定義より，

Im fA = {fA(x) | x ∈ Kn} =

A
x1...
xn


∣∣∣∣∣∣∣
x1...
xn

 ∈ Kn


= {x1a1 + · · ·+ xnan | x1, . . . , xn ∈ K}
= spanK{a1, . . . ,an}.

よって，1つめの等式は示された．次に次元定理より，

dimK Im fA = dimK Kn − dimK Ker fA = n− dimK Ker fA.

ここで，定理 10.10より，
dimK Ker fA = n− rankA

である (定理 10.10のWA は定義から Ker fA に他ならないことに注意)．よって，

dimK Im fA = rankA.

2

この定理をもとに一般の線形写像に対してもランクを以下のように定義する．

定義 13.3� �
V とW を K上のベクトル空間とする．線形写像 f : V →W に対し，

rank f := dimK Im f

とし，これを f のランク (または階数)という．� �
例 3. 例 1での計算より，線形写像

f : K4 → Mat2×2(K),


c1
c2
c3
c4

 7→
(
c1 − 3c2 + 3c3 + 2c4 5c2 + 4c3 + c4
c1 − 2c2 + c3 + c4 c1 + 8c2 + 2c3

)

のランクは，
rank f = dimK Im f = 3

である．

線形写像 fA の像の基底の計算方法について

Aを Kの元を成分とするm× n行列とし，線形写像

fA : Kn → Km, x 7→ Ax

を考える．このとき Im fA の基底を具体的に求める方法を考える．P を n 次正則行列とすると，命題 12.10

より，
fP : Kn → Kn, x 7→ Px

は同型写像なので，特に全射であるから，

Im(fA ◦ fP ) := {fA(fP (x)) | x ∈ Kn}
= {fA(x) | x ∈ Kn} (fPは全射なので，全ての Knの元は fP (x)の形で書けるため)

= Im fA
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である．さらに，第 11回講義資料例 7より，

fA ◦ fP = fAP : Kn → Km, x 7→ APx

となる．よって，

Im fA = Im fAP (13.2)

であり，Im fA の基底を求めることは，Im fAP の基底を求めることと同じである．

ここで，Aに列基本変形を繰り返し施すことを考える．列基本変形とは以下の変形であった：

(I) Aのある列の定数倍を他の列に加える．

(II) Aのある列に 0でない定数を掛ける．

(III) Aの 2つの列を入れ替える．

行基本変形のときと同様，これらの変形は Aに右からある n次正則行列を掛けることで実現される．例えば

以下のようになる：

(I)


1 2 3

4 5 6

7 8 9

の 1列目に 3列目の t倍を加えると，


1 + 3t 2 3

4 + 6t 5 6

7 + 9t 8 9

である．
1 + 3t 2 3
4 + 6t 5 6
7 + 9t 8 9

 =

1 2 3
4 5 6
7 8 9

1 0 0
0 1 0
t 0 1



より，この操作は正則行列


1 0 0

0 1 0

t 0 1

を右から掛けることで実現できる．

(II)


1 2 3

4 5 6

7 8 9

の 2列目を t倍 (t ̸= 0)すると，


1 2t 3

4 5t 6

7 8t 9

である．
1 2t 3
4 5t 6
7 8t 9

 =

1 2 3
4 5 6
7 8 9

1 0 0
0 t 0
0 0 1



より，この操作は正則行列


1 0 0

0 t 0

0 0 1

を右から掛けることで実現できる．

(III)


1 2 3

4 5 6

7 8 9

の 2列目と 3列目を入れ替えると，


1 3 2

4 6 5

7 9 8

である.

1 3 2
4 6 5
7 9 8

 =

1 2 3
4 5 6
7 8 9

1 0 0
0 0 1
0 1 0



より，この操作は正則行列


1 0 0

0 0 1

0 1 0

を右から掛けることで実現できる．
これより，Aの列基本変形を繰り返して A′ が得られたとすると，(13.2)より，

Im fA = Im fA′
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である．列基本変形を用いて行基本変形と同様の掃き出し法を考えることによって，Aを以下の形の階段行列

A′ にできる：

A′ =



0 0 0 · · ·
...

...
...

...

1 0 0 · · ·
∗ 0 0 · · ·
...

...
...

...
∗ 0 0 · · ·
∗ 1 0 · · ·
∗ ∗ 0 · · ·
...

...
...

...
∗ ∗ 0 · · ·
∗ ∗ 1 · · ·
∗ ∗ ∗ · · ·
...

...
...

. . .



= (a′
1 · · · a′

s 0 · · · 0)

このとき，A′ の 0でない列ベクトルたち a′
1, . . . ,a

′
s は一次独立であり (証明は列ベクトルの形から容易なの

でここでは省略する．定理 10.10の証明参照．)，定理 13.2より，

Im fA = Im fA′ = spanK{a′
1, . . . ,a

′
s}

となって Im fA を生成するので，これは Im fA の基底である．以上をまとめて書くと，� �
Im fA の基底は Aを列基本変形で階段行列にし，その結果得られた行列の列ベクトルのうち 0でないも

のを全て取ってくることで得られる� �
ということがわかる．特に，Im fA の次元は列基本変形で得られた階段行列の段の数であり，定理 13.2より，

これは rankAに等しい．これより，� �
これまで rankAは行基本変形で階段行列にしてその段の数を数えていたが，列基本変形で階段行列にし

てその段の数を数えることで求めても良い� �
ということがわかる．

例 4.

A =


1 2 −1 −1 2
−1 −2 2 4 −1
−2 −4 2 2 −3
1 2 0 2 0


として，線形写像

fA : K5 → K4, x 7→ Ax

を考える．このとき

Im fA =




c1 + 2c2 − c3 − c4 + 2c5
−c1 − 2c2 + 2c3 + 4c4 − c5
−2c1 − 4c2 + 2c3 + 2c4 − 3c5

c1 + 2c2 + 2c4


∣∣∣∣∣∣∣∣ c1, c2, c3, c4, c5 ∈ K
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の基底を具体的に求めてみよう．Aを列基本変形で階段行列にすると以下のようになる：
1 2 −1 −1 2
−1 −2 2 4 −1
−2 −4 2 2 −3
1 2 0 2 0

 第 1 列の−2 倍,1 倍,1 倍,−2 倍を−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
それぞれ第 2,3,4,5 列に加える


1 0 0 0 0
−1 0 1 3 1
−2 0 0 0 1
1 0 1 3 −2


第 3 列の−3 倍,−1 倍を−−−−−−−−−−−−−−→
それぞれ第 4,5 列に加える


1 0 0 0 0
−1 0 1 0 0
−2 0 0 0 1
1 0 1 0 −3

 第 2 列と第 3 列を入れ替えた後，−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
第 5 列と第 3 列を入れ替える


1 0 0 0 0
−1 1 0 0 0
−2 0 1 0 0
1 1 −3 0 0


よって，求める Im fA の基底の 1つは 


1
−1
−2
1

 ,


0
1
0
1

 ,


0
0
1
−3




である．とくに，dimK Im fA = 3(= rankA)である．ちなみに，次元定理より，

dimK Ker fA = dimK K5 − dimK Im fA = 5− 3 = 2

である (第 10回講義資料例 22の計算と比較せよ)．

13.2 表現行列 (その 1)

以下では，Kの元を成分とするm× n行列 Aに対し，fA と書くと，常に線形写像

fA : Kn → Km, x 7→ Ax

を意味することとする．

V とW を K上の有限次元ベクトル空間とする．線形写像 f : V → W を行列に対応する線形写像 fA を用

いて表すことを考えよう．B = {v1, . . . ,vn}を V の基底，B′ = {w1, . . . ,wm}をW の基底とする．このと

き命題 12.4より，線形写像
ψB : Kn → V ψB′ : Km →W

で

ψB(ej) = vj , j = 1, . . . , n ψB′(ei) = wi, i = 1, . . . ,m (13.3)

を満たすものがそれぞれただ 1つ存在する．このとき，ψB , ψB′ はいずれも基底を基底に送る写像なので，線

形同型写像である (例えば定理 12.9の証明の⇐方向参照)．命題 12.7より ψ−1
B′ : W → Km も線形同型写像で

あり，さらに命題 11.3 (3)より線形写像の合成は線形写像なので，線型写像 f : V →W に対し，

ψ−1
B′ ◦ f ◦ ψB : Kn → Km

という線形写像が定義できる．このとき，定理 12.5より，

fA = ψ−1
B′ ◦ f ◦ ψB (13.4)

を満たす A ∈ Matm×n(K)がただ 1つ定まる．この Aを基底 B,B′ に関する f の表現行列という．図式で表

すと以下のようになっている：

V W

⟲

Kn Km

f

ψ−1

B′∼

fA

ψB ∼
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もう少し具体的に表現行列を求める方法を考えてみよう．fA : Kn → Km であったので，Aは m × n行列で

ある (nは V の次元，mはW の次元である)．

A =

a11 · · · a1n
...

. . .
...

am1 · · · amn


と書くことにする．このとき，f = ψB′ ◦ fA ◦ ψ−1

B であることに注意すると，各 j = 1, . . . , nに対し，

f(vj) = ψB′(fA(ψ
−1
B (vj)))

= ψB′(fA(ej))

= ψB′(Aej)

= ψB′


a1j

...
amj




= ψB′ (a1je1 + a2je2 + · · ·+ amjem)

= a1jw1 + a2jw2 + · · ·+ amjwm

となる．よって，以下がわかる：� �
基底 B = {v1, . . . ,vn}，B′ = {w1, . . . ,wm}に関する f の表現行列の第 j 列目は f(vj)を w1, . . . ,wm

の一次結合で書いた時の各係数を順に並べたものとなる．� �
この関係を形式的に*2行列の掛け算のルールを用いて，

(f(v1) f(v2) · · · f(vn)) = (w1 w2 · · · wm)

a11 · · · a1n
...

. . .
...

am1 · · · amn

 (13.5)

というようにも書く．W が Km のときは (形式的ではなく通常の)行列の等式である．

例 5. V とW を dimK V = 4,dimKW = 3であるような K上のベクトル空間とする．B = {v1,v2,v3,v4}
を V の基底，B′ = {w1,w2,w3}をW の基底とし，線形写像 f : V →W が

f(v1) = w1 + 2w2 + 3w3

f(v2) = w1 −w2 + 2w3

f(v3) = 2w1 +w2 + 5w3

f(v4) = 3w2 +w3

で定まっているとする．このとき，基底 B,B′ に関する f の表現行列 Aは

A =

1 1 2 0
2 −1 1 3
3 2 5 1


である．(13.5)の表記法を用いると，

(f(v1) f(v2) f(v3) f(v4)) = (w1 w2 w3)

1 1 2 0
2 −1 1 3
3 2 5 1


である．f(vj)らと wi らの関係が簡潔に表されているということがわかるであろう．

*2 f(vj)や wi は一般のベクトル空間の元なので，必ずしも数ベクトル空間 Km の元ではないが形式的にこれを並べて，行列のよう
に扱っているという意味．
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例 6. Kの元を成分とするm× n行列

A =

a11 · · · a1n
...

. . .
...

am1 · · · amn


をとる．このとき，

fA(ej) = Aej =


a1j
a2j
...

amj

 = a1je1 + · · ·+ amjem

となるので，fA : Kn → Km の En := {e1, . . . , en}, Em := {e1, . . . , em}に関する表現行列は Aである．実

際『線形写像に対する表現行列』のお手本となっているのは，『fA に対する A』である．この関係を頭に入れ

ておくと，線形写像 f から表現行列を取り出す方法を覚えられるだろう．

では一般に，B = {p1, . . . ,pn}を Kn の基底，B′ = {q1, . . . , qm}を Km の基底としたとき，fA の B,B′

に関する表現行列はどうなるだろうか．

P := (p1 · · ·pn) Q := (q1 · · · qm)

とおく (命題 4.3より，これらは正則行列である)．ここで，

fP (ej) = Pej = pj , j = 1, . . . , n fQ(ei) = Qei = qi, i = 1, . . . ,m

より，(13.3)と比べると，このとき ψB = fP , ψB′ = fQ であることがわかる．よって，第 11回講義資料例 7，

例 8の計算より，
ψ−1
B′ ◦ fA ◦ ψB = f−1

Q ◦ fA ◦ fP = fQ−1 ◦ fA ◦ fP = fQ−1AP

となる．よって，表現行列の定義 (13.4)より，fA の B,B′ に関する表現行列は Q−1AP である．

例えば，A =

(
1 1 2

−1 3 0

)
のとき，fA の



1

0

0

 ,


0

1

0

 ,


0

0

1


,

{(
1

0

)
,

(
0

1

)}
に関する表現行列は,

A =

(
1 1 2
−1 3 0

)
.

fA の



1

0

0

 ,


−1

1

0

 ,


−3

−1

2


,

{(
1

−1

)
,

(
0

4

)}
に関する表現行列は

(
1 0
−1 4

)−1

A

1 −1 −3
0 1 −1
0 0 2

 =
1

4

(
4 0
1 1

)(
1 1 2
−1 3 0

)1 −1 −3
0 1 −1
0 0 2

 =

(
1 0 0
0 1 0

)

となる．

例 7. 最後に表現行列の応用例を見ておこう．Kの元を係数とする 2次以下の多項式全体のなす K上のベク
トル空間を

K[x]≤2 := {a+ bx+ cx2 | a, b, c ∈ K}

とする (第 9回講義資料例 11)．ここで，次のような写像を考えてみる：

F : K[x]≤2 → K[x]≤2, f(x) 7→ (1 + x+ x2)f ′′(x) + 2xf ′(x) + f(1).

ただし，f ′(x)は f(x)を微分したもの，f ′′(x)は f(x)を 2階微分したものである．例えば，

F (1 + 3x+ x2) = (1 + x+ x2) · 2 + 2x(3 + 2x) + (1 + 3 · 1 + 12) = 7 + 8x+ 6x2
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である．この F は線形写像となる (各自チェックせよ)．このとき F を一般の元 a+ bx+ cx2 に n回施した

Fn(a+ bx+ cx2) := (F ◦ · · · ◦ F︸ ︷︷ ︸
n 回

)(a+ bx+ cx2)

はどうなるだろうか? これを表現行列の考え方を用いて求めてみる．K[x]≤2 の基底の 1 つとして B =

{1, x, x2}が取れる (第 10回講義資料例 15)．このとき，

F (1) = (1 + x+ x2) · 0 + 2x · 0 + 1 = 1

F (x) = (1 + x+ x2) · 0 + 2x · 1 + 1 = 1 + 2x

F (x2) = (1 + x+ x2) · 2 + 2x · 2x+ 1 = 3 + 2x+ 6x2

より，F の B(定義域も値域も)に関する表現行列は，

A =

1 1 3
0 2 2
0 0 6



である．((13.5)の表記法を用いると，(F (1) F (x) F (x2)) = (1 x x2)


1 1 3

0 2 2

0 0 6

である.)(13.3)にならって，

ψB : K3 → K[x]≤2, e1 7→ 1, e2 7→ x, e3 7→ x2,

という線形写像を考えると，表現行列の定義より

F = ψB ◦ fA ◦ ψ−1
B

なので，

Fn(a+ bx+ cx2) = ((ψB ◦ fA ◦ ̸ψ−1
B ) ◦ (̸ψB ◦ fA ◦ ̸ψ−1

B ) ◦ · · · ◦ ( ̸ψB ◦ fA ◦ ψ−1
B )︸ ︷︷ ︸

n 回

)(a+ bx+ cx2)

= (ψB ◦ fA ◦ fA ◦ · · · ◦ fA︸ ︷︷ ︸
n 回

◦ ψ−1
B )(a+ bx+ cx2)

= ψB(fAn(ψ−1
B (a+ bx+ cx2)))

= ψB

fAn

ab
c

 .

となる．よって，An を求めれば良い．このためには Aの対角化とそれに用いる正則行列 P を求めれば良いの

であった．Aの固有多項式は，

ΦA(t) =

∣∣∣∣∣∣
t− 1 −1 −3

0 t− 2 −2
0 0 t− 6

∣∣∣∣∣∣ = (t− 1)(t− 2)(t− 6)

となるので，Aの固有値は 1, 2, 6である．Aは 3つの相異なる固有値を持つことより，対角化可能である．

固有値 1の固有ベクトルを求める．x1, x2, x3 に関する連立一次方程式

(I3 −A)

x1x2
x3

 =

0 −1 −3
0 −1 −2
0 0 −5

x1x2
x3

 =

0
0
0


を解くと， x1x2

x3

 = c

1
0
0

 (cは任意パラメータ)
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となるので，固有値 1の固有ベクトルの 1つとして，


1

0

0

が取れる．
固有値 2の固有ベクトルを求める．x1, x2, x3 に関する連立一次方程式

(2I3 −A)

x1x2
x3

 =

1 −1 −3
0 0 −2
0 0 −4

x1x2
x3

 =

0
0
0


を解くと， x1x2

x3

 = c

1
1
0

 (cは任意パラメータ)

となるので，固有値 2の固有ベクトルの 1つとして，


1

1

0

が取れる．
固有値 6の固有ベクトルを求める．x1, x2, x3 に関する連立一次方程式

(6I3 −A)

x1x2
x3

 =

5 −1 −3
0 4 −2
0 0 0

x1x2
x3

 =

0
0
0


を解くと， x1x2

x3

 = c

 7
5
10

 (cは任意パラメータ)

となるので，固有値 6の固有ベクトルの 1つとして，


7

5

10

が取れる．
以上より，

P =

1 1 7
0 1 5
0 0 10


とすると，P は正則で，

P−1 =
1

10

10 −10 −2
0 10 −5
0 0 1


であり，

P−1AP =

1 0 0
0 2 0
0 0 6


となる．これより，

An = P (P−1AP )nP−1

=
1

10

1 1 7
0 1 5
0 0 10

1 0 0
0 2n 0
0 0 6n

10 −10 −2
0 10 −5
0 0 1


=

1

10

10 −10 + 10 · 2n −2− 5 · 2n + 7 · 6n
0 10 · 2n −5 · 2n + 5 · 6n
0 0 10 · 6n
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となることがわかる (第 2回講義資料例 1，例 2の計算参照)．以上より，

Fn(a+ bx+ cx2) = ψB

fAn

ab
c


= ψB

 1

10

10 −10 + 10 · 2n −2− 5 · 2n + 7 · 6n
0 10 · 2n −5 · 2n + 5 · 6n
0 0 10 · 6n

ab
c


= ψB

a+ (−1 + 2n)b+
(
(−2 + 7 · 6n)/10− 2n−1

)
c

2nb+ (−2n−1 + 3 · 6n−1)c
6nc


= a+ (−1 + 2n)b+

(
−2 + 7 · 6n

10
− 2n−1

)
c+ (2nb+ (−2n−1 + 3 · 6n−1)c)x+ 6ncx2

となることがわかる．F を n回施すという複雑な操作の計算が，表現行列の考え方を用いることで行列の n乗

計算に帰着され，行列の対角化を応用することで見事計算できたのである．
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