
線形代数 II 第 12回本レポート課題解答例

担当 : 大矢 浩徳 (OYA Hironori)∗

問題 1� �
A =


−1 2 1 1 1 1 1
−2 5 2 3 3 1 2
0 1 0 2 4 −2 2
1 −2 −1 0 2 −2 1


とする．このとき，C7 の部分空間

WA := {x ∈ C7 | Ax = 0}

の次元 dimC WA を求め，その値を半角数字で入力せよ．� �
問題 1解答例. WA は連立一次方程式 Ax = 0の解全体のなす C7 の部分空間である．係数行列 Aを行基本変

形を用いて簡約化すると， 
1 0 −1 0 −2 −2 −3
0 1 0 0 −2 0 −2
0 0 0 1 3 −1 2
0 0 0 0 0 0 0


となるので，連立一次方程式 Ax = 0は

x1 = x3 + 2x5 + 2x6 + 3x7

x2 = 2x5 + 2x7

x4 = −3x5 + x6 − 2x7

という連立一次方程式と同値なので，

WA =

c1


1
0
1
0
0
0
0

+ c2


2
2
0
−3
1
0
0

+ c3


2
0
0
1
0
1
0

+ c4


3
2
0
−2
0
0
1


∣∣∣∣∣∣∣ c1, c2, c3, c4 ∈ C


= spanC




1
0
1
0
0
0
0

,


2
2
0
−3
1
0
0

,


2
0
0
1
0
1
0

,


3
2
0
−2
0
0
1




となる．ここで，ある c1, c2, c3, c4 ∈ Cに対し，

c1


1
0
1
0
0
0
0

+ c2


2
2
0
−3
1
0
0

+ c3


2
0
0
1
0
1
0

+ c4


3
2
0
−2
0
0
1

 =


c1+2c2+2c3+3c4

2c2+2c4
c1

−3c2+c3−2c4
c2
c3
c4

 =


0
0
0
0
0
0
0



となるとき c1 = c2 = c3 = c4 = 0 となるので，B =




1
0
1
0
0
0
0

,


2
2
0
−3
1
0
0

,


2
0
0
1
0
1
0

,


3
2
0
−2
0
0
1


 は一次独立である．

以上より，B はWA の基底であるので，

dimK WA = |B| = 4.
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問題 1補足解説. 一般にm× n行列 Aに対し，連立一次方程式 Ax = 0の解の自由度は n− rankAとなるの

で，ある p1,p2, . . . ,pn−rankA ∈ Kn が存在して，

WA := {x ∈ Kn | Ax = 0} = {c1p1 + c2p2 + · · ·+ cn−rankApn−rankA | c1, c2, . . . , cn−rankA ∈ K}
= spanK{p1,p2, . . . ,pn−rankA}

となる．ここで，第 5回講義講義資料定理 5.7より，このとき B = {p1,p2, . . . ,pn−rankA}は自動的に一次独
立となる．よって，B はWA を生成する一次独立なWA の部分集合となるので，WA の基底である．よって，

dimK WA = n− rankA

である．この結果を用いれば，問題 1も rankA = 3であることから，

dimK WA = 7− 3 = 4

というように求められる． 2

問題 2� �
C上のベクトル空間Mat3×3(C)の以下の部分空間W の C上の次元 dimC W を求め，その値を半角数字

で入力せよ．
W := {A ∈ Mat3×3(C) | tA = A}

ここで，tAは Aの転置を表す．� �
問題 2解答例.

W = {A ∈ Mat3×3(C) | tA = A}

=


a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

 ∈ Mat3×3(C)

∣∣∣∣∣∣
a11 a21 a31
a12 a22 a32
a13 a23 a33

 =

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33


=


a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

 ∈ Mat3×3(C)

∣∣∣∣∣∣ a21 = a12, a31 = a13, a32 = a23


=


a11 a12 a13
a12 a22 a23
a13 a23 a33

 ∣∣∣∣∣∣ a11, a12, a13, a22, a23, a33 ∈ C


となるので，

Ẽ11 :=
(

1 0 0
0 0 0
0 0 0

)
Ẽ12 :=

(
0 1 0
1 0 0
0 0 0

)
Ẽ13 :=

(
0 0 1
0 0 0
1 0 0

)
Ẽ22 :=

(
0 0 0
0 1 0
0 0 0

)
Ẽ23 :=

(
0 0 0
0 0 1
0 1 0

)
Ẽ33 :=

(
0 0 0
0 0 0
0 0 1

)
とすると，

W = {a11Ẽ11 + a12Ẽ12 + a13Ẽ13 + a22Ẽ22 + a23Ẽ23 + a33Ẽ33 | a11, a12, a13, a22, a23, a33 ∈ C}

= spanC{Ẽ11, Ẽ12, Ẽ13, Ẽ22, Ẽ23, Ẽ33}

となる．ここで，ある a11, a12, a13, a22, a23, a33 ∈ Cに対し，

a11Ẽ11 + a12Ẽ12 + a13Ẽ13 + a22Ẽ22 + a23Ẽ23 + a33Ẽ33 =

a11 a12 a13
a12 a22 a23
a13 a23 a33

 =

0 0 0
0 0 0
0 0 0


とすると，a11 = a12 = a13 = a22 = a23 = a33 = 0となる．よって，B = {Ẽ11, Ẽ12, Ẽ13, Ẽ22, Ẽ23, Ẽ33}は
W を生成する一次独立なW の部分集合となるので，W の基底である．よって，

dimC W = |B| = 6.
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問題 2補足解説. 一般に，正の整数 nに対して，

W := {A ∈ Matn×n(K) | tA = A}

とすると，W はMatn×n(K)の部分空間である．W は n次対称行列全体のなす部分空間であることに注意し

よう．ここで，Eij を (i, j)成分が 1，その他の成分が全て 0の n次正方行列としたとき，1 ≤ i ≤ j ≤ nに

対し，

Ẽij =

{
Eii i = j のとき，

Eij + Eji i < j のとき，

とすれば，本問と同様の計算で，{Ẽij | 1 ≤ i ≤ j ≤ n}がW の基底となることがわかる．よって，

dimW =
n(n+ 1)

2
.

2

問題 3� �
以下の文章の正誤を判定せよ．

『V を R 上の有限次元ベクトル空間，W を W ̸= V なる V の部分空間とする．このとき，必ず

dimR W < dimR V である．』� �
問題 3解答例. 正しい．

理由：BW をW の基底とすると，これはW の一次独立な部分集合であるので，V の一次独立な部分集合で

もある．ここで，定理 12.6 (1)より線形同型写像 f : V → RdimR V が存在するが，命題 12.4より，f(BW )は

RdimR V の一次独立な部分集合である．さらに，spanR BW = W ̸= V であるから，BW は V を生成はしてい

ないので，命題 12.4より f(BW )は RdimR V を生成はしておらず，基底ではない．これより，定理 5.1 (1)，命

題 10.7より，|f(BW )| < dimR V．これより，dimR W = |BW | = |f(BW )| < dimR V である． 2

問題 3補足解説. ここでの議論より，一般に K上の有限次元ベクトル空間 V とその部分空間W に対し，

dimK W ≤ dimK V

であり，等号成立の必要十分条件がW = V であるということがわかる．これは直感的にも非常に自然な結果

だろう．なお，V が無限次元であれば，dimK W = dimK V (= ∞)でも，W ̸= V となることはあり得る．例

えば，K[x]の部分空間W = {f(x) ∈ K[x] | f(0) = 0}を考えると，これは定数項が 0の多項式全体なので，

B = {x, x2, . . . } = {xn | n ∈ Z>0}

を基底に持つ．よって，K[x] ̸= W であるが，dimK K[x] = dimK W = ∞である*1． 2

問題 4� �
R4 とMat2×2(R)はいずれも R上のベクトル空間として 4次元なので，同型である．ここで，以下の文

章の正誤を判定せよ．

『R4 とMat2×2(R)は R上のベクトル空間として同型なので，任意の線形写像 f : R4 → Mat2×2(R)は全
単射である．』� �

*1 次元を基底の濃度で定義したとしても，この場合 dimK K[x] = dimK W である
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問題 4解答例. 間違い．

理由：例えば，f : R4 → Mat2×2(R)を，任意の x ∈ R4 に対し，

f(x) =

(
0 0
0 0

)

となる写像とすると，これは線形写像である．一方，Im f =

{(
0 0

0 0

)}
なので，これは全射ではなく，特に

全単射ではない (なお，Ker f = R4 なので単射でもない)． 2

問題 4補足解説. K上のベクトル空間 V,W が同型であることの定義は全単射線形写像 f : V → W が少なく

とも 1つは存在するということなので，V ≃ W のとき，任意の線形写像 f : V → W が全単射であるという

わけではないことに注意しよう．特に解答例に書いた例のように，一般に K上のベクトル空間 V からW へ

の写像 f : V → W を，
任意の v ∈ V に対して，f(v) = 0

で定義すると，これは線形写像となる．なぜなら，任意の v,v′ ∈ V, c ∈ Kに対し，

f(v + v′) = 0 = 0+ 0 = f(v) + f(v′), f(cv) = 0 = c · 0 = cf(v)

となるためである．なお，この線形写像はベクトル空間 HomK(V,W )における零元である (第 11回講義資料

注意 1参照)． 2
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