
線形代数 II 期末試験解答例
担当 : 大矢 浩徳 (OYA Hironori)∗

記号� �
Kを Rまたは Cとする．以下では次の記号を用いる．

• Kn :=



a1
...

an


∣∣∣∣∣∣∣∣ ai ∈ K (i = 1, . . . , n)

.

• Matm×n(K) :=




a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...

am1 am2 · · · amn



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
aij ∈ K (i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n)


.

• K[x] := {a0 + a1x+ · · ·+ anx
n | n ∈ Z≥0, a0, a1 . . . , an ∈ K}.

なお，問題中ではこれらをいずれも通常の和とスカラー倍によって，K上のベクトル空間とみなす．� �
問題 1� �
(1) 以下の R2 の部分集合W が部分空間であるかどうかを判定せよ．ただし，判定の根拠も記載する
こと．

W =

{(
x
y

)
∈ R2

∣∣∣∣ xy = 0

}
.

(2) 以下の Mat2×2(C)の部分集合W が部分空間であるかどうかを判定せよ．ただし，判定の根拠も
記載すること．

W =

{
A ∈ Mat2×2(C)

∣∣∣∣ Aは(11
)
を固有ベクトルに持つ

}
.� �

問題 1解答例.

(1) 部分空間でない．
理由：

w1 :=

(
1
0

)
, w2 :=

(
0
1

)
とすると，w1, w2 ∈ W．一方，

w1 + w2 =

(
1
1

)
/∈ W.

よって，W は和で閉じておらず，W は R2 の部分空間ではない．
(2) 部分空間である．

理由：まず，O =

(
0 0

0 0

)
とすると，

O

(
1
1

)
=

(
0
0

)
= 0

(
1
1

)
∗ e-mail : hoya@shibaura-it.ac.jp
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なので，O は
(
1

1

)
を固有ベクトルに持つ．よって，O ∈ W である．

次に，任意の 2元 A1, A2 ∈ W をとると，ある λ1, λ2 ∈ Cが存在して，

A1

(
1
1

)
= λ1

(
1
1

)
, A2

(
1
1

)
= λ2

(
1
1

)
となる．このとき，

(A1 +A2)

(
1
1

)
= A1

(
1
1

)
+A2

(
1
1

)
= λ1

(
1
1

)
+ λ2

(
1
1

)
= (λ1 + λ2)

(
1
1

)

となるので，A1 +A2 は
(
1

1

)
を固有ベクトルに持つ (対応する固有値は λ1 + λ2)．よって，A1 +A2 ∈ W．

さらに，任意の A ∈ W に対し，ある λ ∈ Cが存在して，

A

(
1
1

)
= λ

(
1
1

)
となるが，このとき任意の c ∈ Cに対し，

(cA)

(
1
1

)
= cA

(
1
1

)
= cλ

(
1
1

)

となる．よって，cAもこのとき
(
1

1

)
を固有ベクトルに持ち (対応する固有値は cλ)，cA ∈ W である．

以上より，W はMat2×2(C)の部分空間である． 2

問題 1補足解説. 解法については第 9回レポート課題解答例を参照のこと．なお，(1)のW はスカラー倍では
閉じているので，解答では和で閉じないことを指摘することになる． 2

問題 2� �
R上のベクトル空間 R[x]の以下の部分集合が一次独立かどうかを判定せよ．ただし，判定の根拠も記載
すること．

{1 + 2x, 1 + x− x2,−1 + x+ 3x2}� �
問題 2解答例. 一次独立でない．
理由：ある c1, c2, c3 ∈ Rが存在して，

c1(1 + 2x) + c2(1 + x− x2) + c3(−1 + x+ 3x2) = 0 (∗)

となったと仮定する．上式を整理すると

(c1 + c2 − c3) + (2c1 + c2 + c3)x+ (−c2 + 3c3)x
2 = 0

となる．ここで，c1, c2, c3 に関する連立一次方程式
c1 + c2 − c3 = 0

2c1 + c2 + c3 = 0

−c2 + 3c3 = 0

⇔

1 1 −1
2 1 1
0 −1 3

c1
c2
c3

 =

0
0
0


の一般の解は， c1

c2
c3

 = c

−2
3
1

 , cは任意定数

となる．これは，(∗)を満たす c1, c2, c3 が c1 = c2 = c3 = 0以外にも存在することを示しているので，元の組
{1 + 2x, 1 + x− x2,−1 + x+ 3x2}は一次従属である． 2
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問題 2補足解説. 解法については第 10回レポート課題解答例問題 1, 2補足解説を参照のこと． 2

問題 3� �
R上のベクトル空間 R3 の以下の部分集合 B1, B2, B3 がそれぞれ R3 の基底であるかどうかを判定せよ．
解答は「基底である」または「基底でない」のいずれかのみで良い．

(1) B1 =



1

1

0

 ,


1

0

1

 ,


0

1

1


.

(2) B2 =




2

−1

−1

 ,


−1

2

−1

 ,


−1

−1

2


.

(3) B3 =



1

2

4

 ,


1

3

9


.

� �
問題 3解答例.

(1) 基底である．
(2) 基底でない．
(3) 基底でない． 2

問題 3補足解説. 解法については第 10回レポート課題解答例問題 4補足解説を参照のこと．特に，5ページ
の定理が有用である． 2

問題 4� �
(1) Kを Rまたは Cとし，V,W を K上のベクトル空間とする．このとき，写像 φ : V → W が K上
の線形写像であるとは，φがどのような性質を満たすことであるか，その定義条件を述べよ．

(2) R上の線形写像 φ : R2 → R[x]が，

φ

((
4
−5

))
= 1 + x, φ

((
−3
4

))
= 1 + 3x2

を満たすとき，
φ

((
1
0

))
の値を求めよ．解答は答えのみで良い．

(3) aを実数の定数とし，線形写像

φ : R3 → R3,

x
y
z

 7→

 x+ y + z
x+ 2z

2x+ y + az


を考える．このとき，φが単射とならないような aの値を求めよ．解答は答えのみで良い．� �

問題 4解答例.

(1)

(L1) 任意の v, v′ ∈ V に対し，φ(v + v′) = φ(v) + φ(v′)．
(L2) 任意の c ∈ K, v ∈ V に対し，φ(cv) = cφ(v)．
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(2) φ

((
1

0

))
= 9 + 4x+ 15x2.

(3) a = 3. 2

問題 4補足解説. (2) の解法については第 11 回レポート課題解答例問題 3 補足解説を参照のこと．本問の
場合， (

1
0

)
= 4

(
4
−5

)
+ 5

(
−3
4

)
である．
(3)の解法は以下の通りである：
φは線形写像なので，

φが単射 ⇔ Kerφ = {0}

である (第 11回レポート課題解答例問題 4補足解説参照)．そこで，Kerφ 6= {0}，すなわち
φ(v) = 0

を満たすような 0 6= v ∈ R3 が存在するための aの条件を求めれば良い． x+ y + z
x+ 2z

2x+ y + az

 = 0 ⇔

1 1 1
1 0 2
2 1 a

x
y
z

 =

0
0
0


であるが，これを x, y, z に関する連立一次方程式と見たとき，これが x = y = z = 0以外の解を持つのは，

rank

1 1 1
1 0 2
2 1 a

 < 3

のときである．


1 1 1

1 0 2

2 1 a

は行基本変形を用いて階段行列にすると，
1 0 2
0 1 −1
0 0 a− 3


となるので，この階数が 3より小さくなるのは a− 3 = 0，すなわち a = 3 のときとなる． 2

問題 5� �
4× 6行列 Aを

A =


1 1 2 0 2 −3
0 1 0 4 2 0
1 0 2 −4 0 −3
2 1 4 −4 2 −6


とする．このとき，R6 の部分空間

WA = {x ∈ R6 | Ax = 0}

の次元 dimR WA を求めよ．解答は答えのみで良い．� �
問題 5解答例. dimR WA = 4． 2

問題 5補足解説. 解法については第 12回レポート課題解答例問題 1補足解説を参照のこと．本問の Aを行基
本変形を用いて簡約化した結果は， 

1 0 2 −4 0 −3
0 1 0 4 2 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0


4



であり，rankA = 2である． 2

問題 6� �
以下の (1)–(3)の C上のベクトル空間が，それぞれ C上のベクトル空間として C3 と同型であるかどうか
を判定せよ．解答は「同型である」または「同型でない」のいずれかのみで良い．

(1) W = {A ∈ Mat2×2(C) | tA = A}．ここで，tAは Aの転置を表す．

(2) 対角化可能な 5次正方行列 Aの重複度 2の固有値 λに対応する固有空間 VA(λ)．

(3) V,W を dimC V = 5, dimC W = 4を満たすC上のベクトル空間とし，φ : V → W を dimC Imφ =

2を満たす線形写像としたときの φの核 Kerφ．� �
問題 6解答例.

(1) 同型である．
(2) 同型でない．
(3) 同型である． 2

問題 6補足解説. 解法については第 12回レポート課題解答例問題 3補足解説を参照のこと．本問は要するに
与えられた C上のベクトル空間の次元が 3であるかどうかを判定する問題である (3なら同型)．(1)について
は，第 12回レポート課題解答例問題 3補足解説 (3)を参照．(2)については，

dimC VA(λ) = 2

である (第 12回レポート課題解答例問題 2補足解説参照)．(3)については，次元定理より，

dimC Kerφ = dimC V − dimC Imφ = 5− 2 = 3

となる．次元定理については，第 12回レポート課題解答例問題 4補足解説参照． 2

問題 7� �
線形写像 φ : R3 → R2 を x

y
z

 7→
(

x+ y − z
−x+ 5y − 3z

)

で定める．このとき，R3 の基底

B =


1
0
0

 ,

1
1
0

 ,

1
1
1


と，R2 の基底

B′ =

{(
1
1

)
,

(
0
1

)}
に関する φの表現行列

A(φ;B,B′)

を求めよ．解答は答えのみで良い．� �
問題 7解答例. A(φ;B,B′) =

(
1 2 1

−2 2 0

)
. 2

問題 7補足解説. 解法については第 13回レポート課題解答例問題 2補足解説を参照のこと． 2
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Extra問題� �
(1) C[x]の部分空間

C[x]≤2 := {f(x) ∈ C[x] | f(x)は 2次以下 } = {a+ bx+ cx2 | a, b, c ∈ C}

を考える．線形写像 φ : C[x]≤2 → C[x]≤2 を

f(x) 7→ f(x) + (1 + 2x)f ′(x) + (1 + x+ x2)f ′′(x)

で定める．ただし，f ′(x)は多項式 f(x)の微分，f ′′(x)は多項式 f(x)の二階微分を表す．このと
き，n ∈ Z>0 に対し，

(φ ◦ · · · ◦ φ︸ ︷︷ ︸
n 個

)(x2)

の値を求めよ．解答は答えのみで良い． また，φは実は線形同型写像となる (このことは示さなく
て良い)．このとき，

φ−1(x2)

の値を求めよ．解答は答えのみで良い．

(2) フィボナッチ型の漸化式を満たす数列全体のなす集合

F := {(a0, a1, a2, a3, . . . ) | ai ∈ C,任意の n ∈ Z≥0に対し，an+2 = an + an+1}

を考える (例えば，(0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, . . . ) ∈ F )．このとき，F は以下の和とスカラー倍に関して C
上のベクトル空間となる：

(a0, a1, a2, a3, . . . ) + (b0, b1, b2, b3, . . . ) = (a0 + b0, a1 + b1, a2 + b2, a3 + b3, . . . )

c(a0, a1, a2, a3, . . . ) = (ca0, ca1, ca2, ca3, . . . )

このとき，F の C上のベクトル空間としての基底 B を 1つ求めよ．解答は答えのみで良い．
また，写像

T : F → F, (a0, a1, a2, a3, . . . ) 7→ (a1, a2, a3, a4, . . . ) (数列を「手前 1つにずらす」)

を考えるとこれは線形写像である．このとき，上で自分が選んだ基底 B に関する T の表現行列

A(T ;B,B)

を求めよ．解答は答えのみで良い．

(3) 線形代数 IIの講義を通して学んだ命題・定理の主張を書き，それを証明せよ．(命題・定理の主張
の正確性，証明の正確性，選んだ命題・定理の難易度を考慮した上で点数を与える．)� �

Extra問題解答例.

(1)

(φ ◦ · · · ◦ φ︸ ︷︷ ︸
n 個

)(x2) =
−3n + 7n

2
+ (−3n + 7n)x+ 7nx2.

φ−1(x2) = − 2

21
− 4

21
x+

1

7
x2.

(2)

基底 B の例 : B = {A0, A1}. ただし，
• A0 は a0 = 1, a1 = 0となる数列 A0 = (1, 0, 1, 1, 2, 3, . . . ),

• A1 は a0 = 0, a1 = 1となる数列 A1 = (0, 1, 1, 2, 3, 5, . . . ).
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基底 B に関する T の表現行列 : A(T ;B,B) =

(
0 1

1 1

)
.

2

Extra問題補足解説.

(1) 本問については予想を付けて帰納法で示すという方法もあるかもしれないが，ここでは表現行列の対角化
を用いる方法を解説する．
まず，C[x]≤2 の標準的な基底として，

B0 = {1, x, x2}

をとる．このとき，

φ(1) = 1,

φ(x) = x+ (1 + 2x) = 1 + 3x,

φ(x2) = x2 + (1 + 2x) · 2x+ (1 + x+ x2) · 2 = 2 + 4x+ 7x2

となるので，

A(φ;B0, B0) =

1 1 2
0 3 4
0 0 7

 =: A

となる．ここで，Aの固有多項式は，

ΦA(t) =

∣∣∣∣∣∣
t− 1 −1 −2

0 t− 3 −4
0 0 t− 7

∣∣∣∣∣∣ = (t− 1)(t− 3)(t− 7)

となるので，Aの固有値は 1, 3, 7 (いずれも重複度 1)である．ここで，Aの固有値 1, 3, 7に対する固有ベクト
ルとして，順に

p1 =

1
0
0

 , p2 =

1
2
0

 , p3 =

1
2
2


が取れる*1．よって，

P = (p1 p2 p3) =

1 1 1
0 2 2
0 0 2


とすると，P は正則で，

P−1AP =

1 0 0
0 3 0
0 0 7


となる．ここで，id : C[x]≤2 → C[x]≤2 を恒等写像，

B = {1, 1 + 2x, 1 + 2x+ 2x2}

とすると，

A(id;B,B0) =

1 1 1
0 2 2
0 0 2

 = P

*1 固有ベクトルを求める過程はここでは割愛する．例えば，第 4回レポート課題解答例問題 1補足解説参照．
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となるので，C[x]≤2 の基底 B に関する φの表現行列は

A(φ;B,B) = A(id ◦ φ ◦ id;B,B)

= A(id;B0, B)A(φ;B0, B0)A(id;B,B0)

= A(id;B,B0)
−1A(φ;B0, B0)A(id;B,B0)

= P−1AP =

1 0 0
0 3 0
0 0 7


となる (第 13回レポート課題解答例問題 5補足解説参照)．よって，表現行列の定義より，

f1(x) = 1, f2(x) = 1 + 2x, f3(x) = 1 + 2x+ 2x2

とすれば，B = {f1(x), f2(x), f3(x)}は C[x]≤2 の基底で，

φ(f1(x)) = 1, φ(f2(x)) = 3f2(x), φ(f3(x)) = 7f3(x)

を満たすことがわかる．ここで，
x2 = −1

2
f2(x) +

1

2
f3(x)

なので，

(φ ◦ · · · ◦ φ︸ ︷︷ ︸
n 個

)(x2) = (φ ◦ · · · ◦ φ︸ ︷︷ ︸
n 個

)

(
−1

2
f2(x) +

1

2
f3(x)

)

= −3n

2
f2(x) +

7n

2
f3(x)

=
−3n + 7n

2
+ (−3n + 7n)x+ 7nx2

となる．また，上の考察から，

φ

(
−1

6
f2(x) +

1

14
f3(x)

)
= −1

2
f2(x) +

1

2
f3(x) = x2

となるので，
φ−1(x2) = −1

6
f2(x) +

1

14
f3(x) = − 2

21
− 4

21
x+

1

7
x2

となる． 2

実はここでの考察から，n ∈ Z<0 のとき，

φn =



φ ◦ · · · ◦ φ︸ ︷︷ ︸
n 個

n ∈ Z>0のとき，

id n = 0のとき，
φ−1 ◦ · · · ◦ φ−1︸ ︷︷ ︸

−n 個

n ∈ Z<0のとき，

とすると，任意の n ∈ Zに対して，

φn(x2) =
−3n + 7n

2
+ (−3n + 7n)x+ 7nx2

A(φn;B,B) =

1 0 0
0 3n 0
0 0 7n


となることもわかる． 2
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(2) 解答例に書いた B = {A0, A1}が F の基底であることは以下のように示される．
まず，ある c1, c2 ∈ Cが存在して，

c1A0 + c2A1 = (0, 0, 0, . . . )

となったと仮定する (F における零元 0は (0, 0, 0, . . . )であることに注意)．このとき，

(c1, c2, c1 + c2, c1 + 2c2, . . . ) = (0, 0, 0, . . . )

となるので，c1 = c2 = 0である．よって，B は一次独立である．次に，任意の A = (a0, a1, a2, a3, . . . ) ∈ F

に対して，
A− a0A0 − a1A1 ∈ F

という数列を考えると，これは第 0項と第 1項がいずれも 0なので，F の元であることも考慮すると，

A− a0A0 − a1A1 = (0, 0, 0, . . . ) = 0

となることがわかる．よって，
A = a0A0 + a1A1 ∈ spanC B

である．これより，F ⊂ spanC B．一方，spanC B ⊂ F は自明なので，これより F = spanC B がわかる．以
上より，B は確かに F の基底である．
基底 B に関する T の表現行列 A(T ;B,B)については，

T (A0) = (0, 1, 1, 2, 3, . . . ) = A1, T (A1) = (1, 1, 2, 3, 5 . . . ) = A0 +A1

と計算されることより，表現行列の定義から

A(T ;B,B) =

(
0 1
1 1

)
と求まる． 2

ちなみに，この内容はフィボナッチ数列の一般項を求める話と関連している．A := A(T ;B,B)とし，An を
計算してみる．Aの固有多項式は，

ΦA(t) =

∣∣∣∣( t −1
−1 t− 1

)∣∣∣∣ = t2 − t− 1

となるので，Aの固有値は
α :=

1 +
√
5

2
, β :=

1−
√
5

2

(いずれも重複度 1)である．ここで，Aの固有値 α, β に対する固有ベクトルとして，順に

p1 =

(
−β
1

)
, p2 =

(
−α
1

)
が取れる*2．これより，

P :=
(
p1 p2

)
=

(
−β −α
1 1

)
とすると，

P−1AP =

(
α 0
0 β

)

*2 固有ベクトルを求める過程はここでは割愛する．
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となる．よって，n ∈ Z>0 に対し，Tn = T ◦ · · · ◦ T︸ ︷︷ ︸
n 個

とすると，

A(Tn;B,B) = A(T ;B,B)n

= An

= P (P−1AP )nP−1

=
1

α− β

(
−β −α
1 1

)(
αn 0
0 βn

)(
1 α
−1 −β

)
=

1√
5

(
αn−1 − βn−1 αn − βn

αn − βn αn+1 − βn+1

)
. (αβ = −1に注意)

となる．よって，

Tn(A0) =
1√
5
(αn−1 − βn−1)A0 +

1√
5
(αn − βn)A1

Tn(A1) =
1√
5
(αn − βn)A0 +

1√
5
(αn+1 − βn+1)A1

である．これより，A = (a0, a1, a2, a3, . . . ) ∈ F とすると，

Tn(A) = Tn(a0A0 + a1A1)

= a0T
n(A0) + a1T

n(A1)

=
1√
5

(
a0(α

n−1 − βn−1) + a1(α
n − βn)

)
A0 +

1√
5

(
a0(α

n − βn) + a1(α
n+1 − βn+1)

)
A1

である．一方，T の定義より，

Tn(A) = (an, an+1, an+2, . . . ) = anA0 + an+1A1

である．以上の 2つの式を比較して，

an =
1√
5

(
a0(α

n−1 − βn−1) + a1(α
n − βn)

)
であることがわかる．これが an+2 = an + an+1 (n ∈ Z≥0)を満たす数列 {an}n の一般項である．
ここで，上の表現行列の n乗を求める際に出てきた固有多項式

t2 − t− 1

は二項間漸化式 an+2 = an + an+1 の特性方程式であることに注意しよう．実はこのような対応は一般の定数
係数斉次線形漸化式

an+k = c0an + c1an+1 + · · ·+ ck−1an+k−1 (c0, c1, . . . , ck−1 ∈ K)

で同様の話を考えても見られる．興味のある方は是非考えてみてもらいたい． 2
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